Curso 2015-2016 Calculo 11 Grado M+1

APELLIDOS: Nota:
NOMBRE:
Soluciones del Examen Final Junio- Segundo Parcial - 6 de junio
2016
Teoria. (2 puntos) Nota: /2

1. Enuncia la condiciéon suficiente de extremos relativos y de punto de silla en términos
de la Hessiana para funciones de dos variables e indica en qué casos no se puede
asegurar la existencia de extremos relativo.

2. Dada f(z,y) = 2 + sen?y, aplica el resultado anterior para clasificar los extremos
relativos de f en R?.

2. Puesto que f es diferenciable en R?, calculamos en primer lugar sus puntos criticos:

af o — _
a—x(x,y)—2x—0<:>a:—0

0 k
—f(x,y) =2senycosy =0y = g, keZ

dy

km
Por lo tanto los puntos criticos son (0, 7), k € Z. Para clasificar dichos obtenemos la

Hf(z,y) = ( : ! )

0 2(cos*y —sen?y

matriz Hessiana:

Y tenemos que:

1. Los puntos de la forma k7 con k € Z son minimos relativos puesto que: |H f(0, k7)| =
O*f

4y W(O’ km) =2 ya que:
T

HE(0, k) = (g g)

™

2. Los puntos de la forma (2k + 1) con k& € Z son puntos de silla puesto que
|Hf(0,(2k+1)5)| <0, ya que:

H(0, (2K +1)2) = < (2) _02 )



Cuestiones. (2 puntos)

Decide si las siguientes proposiciones son ciertas. Razona la respuesta. | Nota: /2

1. Sea f(z,y) = z%|y| definida sobre el conjunto E = {(z,y) : y < 0}, entonces f(x,y)
alcanza el minimo absoluto en E. @ Si[]No

El punto (0,0) es un minimo absoluto de f en F puesto que f(z,y) = 2*|y| > 0 =
f(0,0) para todo (z,y) € E.

2. La siguiente figura muestra en azul las curvas de nivel de una funcién f : R — R.
Entonces, podemos asegurar que f tiene un minimo relativo sobre la curva y = 2243

(rosa) en el vértice de la parabola. []Si No

A la vista del dibujo podria ser un maximo o minimo relativo.

o0
3. Sea E a, una serie de términos positivos convergente tal que lim a® = 0 entonces
n—oo
n=1
o0
E a, es convergente. ]St No
n=1
. o 1 . .
La serie ) >, - o converge y sin embargo lim,,_, 5= 0.

4. Sea f(z,y) una funcién de clase C? en R* y J£(0,0) = ( ; g ) , entonces f(xz,y)

tiene inversa en R2. []Si No

El teorema afirmaria en este caso que admite inversa local en torno al (0,0) pero no
global.



APELLIDOS:
) Nota:
NOMBRE: o
Problemas. (6 puntos)
1. (2 puntos)
i) Estudia la convergencia de las siguientes series: Nota: /2
S 1

a) y (-1)" sen(—7) CONVERGE [ ]NO CONVERGE

b)

geltrata de una serie alternada, y utilizando el criterio de Leibnitz puesto
que:

e lim, sen(#) =0.

° sen(#) es una sucesion decreciente puesto que la funcién seno es creciente

en [0, 1] y por tanto sen( < sen(—35) para todo n € N.

)

n2/3
entonces la serie es convergente.
C 2
3 % CONVERGE []NO CONVERGE  Es una serie
n=1

aritmético geométrica de razén r = 1 y |r| < 1.

ii) Indica si las series anteriores convergen absolutamente o no y justifica las

respuestas:
> . 1 .

a) Y (1) sen(—z) Si[x]No
n=1

o0

1

La serie Zsen(z—/g) no es convergente puesto que la comparamos con
n

- . n=1

Z 7 (va que sen(—7) ~ —7 si n — 00) que no converge puesto que

n=1

2/3 < 1.

o

Z(”B%Z) 5 Si ] No

n=
Es una serie de términos positivos, y puesto que convege también converge
absolutamente.

ili) Suma una de las dos series.

—~(n+2) —=n ~—2 1 2
2 3n _237+23_n_(1—1/3)2+1—1/3'

n=1 n=1 n=1



2. (1 punto) Dada la funcién F(x,y, z) = €™ + zsen(z + y) que describe | Nota: /1

la temperatura en (z,y,z) y una curva (z(t),y(t),2(t)) derivable con z(0) =
y(0) =0, y 2(0) = 1, calcula utilizando la regla de la cadena la derivada de F'(t)
f(x(t),y(t),2(t)) en t = 0 sabiendo que 2/(0) = 3, ¥/(0) = £ y 2/(0) = 3.

Puesto que la funcién f es diferenciable en R? podemos usar la regla de la cadena
y se tiene que:

us
2

g—i = ye™ + zcos(z + v), - xe™ + zcos(z +v),
Z—JZC = sen(r + y),
Utilizando la regla de la cadena:
0 0 0
F'(0) = 57 0),(0).2(0)'(0)+ 5 (2(0).(0): 20 (0)+ 5 (2(0), (0). 20)(0)
of m of m 1 of =« 1
ax(2 01)3+3_y( 01)7T aZ( 01)2 3

3. (1 punto) Calcula el polinomio de Taylor de grado 2 de la funcién ~ |Nota: /1

1
f(z,y) = In(1+ 2* + y?) en el punto (0, 0) y calcula el valor aproximado de 111(1—1—1)
estimando el error.

Calculamos:

a_f(x ):2—$ a_f(x ):2—y

oz Y T4+a2+y% Oy 1+ 22 + 3?2

0*f 2 — 222 0 f 2 — 2u?

—2<l’,y) = 2 212 2(.’E7y) — 71 L .91 o

oz (1+22+y?%)? Ox (1+2%+1y?)
o*f B —4xy

0xdy (14 22+ y2)?’
Por lo tanto el polinomio de Taylor de grado dos es

P(z,y) =2 +y

Siendo P(3,0) = % el valor aproximado de f(3,0) = In(1+1). Utilizando el teorema
de Taylor podemos estimar el error de la siguiente forma, existe (a,0) en el segmento
de extremos (0,0) y (3,0) tal que:

ERROR =
3
1 3\ 93 1,
1&%f 1. —8a+4d® 11, 1
— 8 02| = < - Z(8= 44 2
|3!8903( ’ )8| | (I1+a?)? — 3!8<82+ 23)<0 05



4. (1 punto) Calcula los extremos absolutos de la funcién Nota: /1

f(z,y) = ' + y* sobre sobre el conjunto £ = {(x,y) /322 + 4y> = 1} en el caso de
que existan.

Puesto que la funcion f es continua sobre el conjunto E que es cerrado y acotado,
entonces existen el maximo y minimo absoluto de f sobre E. Para calcularlos
utilizamos el método de los multiplicadores de Lagrange, puesto que las funciones
f(z,y) y la funci’on g(z,y) = 322 + 43> — 1 son de clase C* en R?.

e Buscamos los puntos no regulares para g en E. Puesto que

99 _

ax—6$20(:):£:0

g
—=8y=0<y=0

y (0,0) ¢ E, no hay puntos no regulares.

Buscamos los puntos tales que existe A € R verificando:

4a® = 6z
4y’ = 8y
32° + 4% =1
: 1 — 1 —1
e Si x = 0 entonces y = S0Y="75Y obtenemos los puntos (0, 5) y (0, 7)
) 1 —1 1 —1
e Siy =0 entonces t = — o x = —, y obtenemos los puntos (—=,0) y ( 0).

V3 V3 V3 V3’

Siz#0yy#0 podemos despejar A en las dos primeras ecuaciones e igualar en la
ultima y tenemos que:

2 1 4
N 22— 22 oy g = 22
35U 2y7 Y 3$
4 3 —V3
3x2+4§x2:1:>:c:? ox:T\/_
, -2
Y entonces y :%conlocualy:goy:?.

Por lo tanto los posibles extremos absolutos de f sobre E son los puntos:

0505 (0,10, (52 (P .8 DD

Finalmente evaliamos f en todos estos puntos y obtenemos que:

1
Los puntos (—=,0), (—=,0) son los maximos absolutos y el valor maximo de f en
p1 ( 7 ) ( 7 ) y f
Ees —.
9
32 ,—v3 2 3 =2, —V3 -2
Los puntos (£ ), (—\/_ =), (\/—_ —), (—\/_, —) son los minimos absolutos y

55 5 '5°'5 ' 5 5 5

el valor minimo de f en E es %



5. (1 punto) Dada la serie de potencias Z 2%(3: —2)". Nota: /1

n=1

i) Calcula su campo y su radio de convergencia. Calcula la funcién suma
oo

flz) = Z 2%(30 — 2)" en su campo de convergencia.

n=1

3
ii) Calcula su serie derivada y calcula la suma de dicha serie para = = 3

El radio de convergencia de la serie es:

1

li ( n )1/” -
My —0o | 57
271

R= 2

?

Luego si 0 < x < 4 la serie converge.

— o n s ez . n
eEnaz=0,) " (—1)"n no converge, por la condicién necesaria puesto que {(—1)"n}
no converge a 0.

e En 2z =4, Y > n no converge, por la condicién necesaria puesto que {n} no converge
» 2un=1 ge, p p q g
a 0.
Luego el campo de convergencia de la serie es (0,4).
e L (o (22 .

Puesto que se trata de una serie aritmético geométrica de razon % se tiene que la suma
es:

x—2
1-22 4—x

. . n _ .
La serie derivada es Y -~ | —(z —2)""!, puesto que en el campo de convergencia tenemos

2n
que:



